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SOLUCION
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Pregunta 1. Dado p > 0, sea {(zn}n_l la sucesion cuyos elementos
satisfacen la férmula de recurrencia

1
Ap+1 = 5 (an + (Iﬁ)

con a; cualquier nimero real positivo.

i. (2 ptos.) Suponiendo que la sucesién es convergente, halle el

valor del limite L = lim a,,
n—oo

.o ., [e.e]
ii. (3 ptos.) Demuestre que la sucesién {an+1}n:1 es convergente.

Solucién:  Suponiendo que la sucesién converge a L, y notando

que L = lim a, = lim a,,1, se tiene
n—oo n—oo

1
L= lim a,y; = lim —(an + £>
n—00 n—oo 2 Qp,
D

1 p
= - i —-(r+ 2%
2<n§20a"+ liman> 2( +L)

1
Lza(L—l—%) — L[’=p = L=p
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Luego,

descartamos el caso L = —./p pues a,;1 es positivo siempre que
a,, también lo sea y como a; > 0 entonces todos los a,, son positivos.

Por otra parte, como

1 p
p4+1 — Ap42 = Ap41 — 5 Ap+1 + a
n+1
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para todo n € N, la sucesion {anﬂ}?r1 es monotona decreciente.

Entonces,

1
0<an+1§a/2:§(al+£)

a1

para todo n € N, por lo que la sucesién {anﬂ}zo:l es acotada. Asi,

., o0 2
la sucesién {an+1}n:1 es convergente por ser mondtona y acotada.

Pregunta 2. (4 ptos. €/y) Determine, para cada una de las si-

guientes series, si converge o diverge:
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2n3 —1

n=1

. 4n? —n+3
o Z n® + 2n

" In(n)
iii. Z i3
n=1

earctan(n)

— n?+1



Solucién: Para las series en (i) (ii) y (iii) estudiaremos la conver-
gencia empleando el Criterio de Comparacién del Limite, mientras
que para la serie en (iv) usaremos el Criterio de la Integral.

4An? — 3 1
i. Dado que &>Oy — >0 paratodon>1,y
n3 + 2n n
4n? —n+3 1 3
T ron i--+ 5
lim ——=— = lim — 5= =4>0
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como 5 — diverge (pues es la serie arménica) entonces la
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serie Z nn3 _:;Z también diverge.
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ii. Dado que n >0y — >0 paratodon>1,y
n
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€como Z — converge (pues es la serie p con p =2 > 1)
n

n=1

entonces la serie E también converge.
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iii. Dado que > (0 paratodon > 2,y
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1 .
como 5 —37 converge (pues es la serie p con p = % > 1)
n=1Mn 2
=, In(n)
entonces la serie 5 también converge.
n?+3

n=1

6arctan(az)
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» f es continua y positiva sobre el intervalo [1, 00)

iv. Dado que la funcién f(z) = cumple con lo siguiente:

» f(n)=a, para todon € N

earctan(:v)
» [ es decreciente en [1,00) pues f'(z)=——= (1 —22)< 0
(a2 1 1)
——
9] >0 (si :v>1/2)
y €omo / f(z)dz converge, ya que
1
b _arctan(z)
lim SR ) da = lfm erretan(t) _ garctan(l) — eﬁ/ 2 — 67T/ 4,
b—oo 1 X%+ 1 b—oo
| > _arctan(n) b
entonces la serie ———— también converge.

Pregunta 3. (5 ptos.) Halle el intervalo de convergencia de la

o (D" (z —1)"
2 27 (3n — 1)

n=1

serie de pontencias

Solucién: Denotando por a, al n-ésimo término de la serie, se

tiene que
2"(Bn—1) (=) (z—1)"
tfm |94 = g |28 =D EDT (1)
n—oo | n—oo | (—=1)" (z — 1)" 21 (3(n+1) — 1)




(Bn—1)(z —1)
2(3n+2)

= lim

1 -1 —1
= —| lim 3= /n lz—1] = =1
2\ nmo0 342/ 2

de donde se desprende que la serie converge para todo x € (—1,3)
ya que

—1
M<1 = |r-1<2 = -1l<z<3

2
= Siz = —1, la serie es
(D" e~ (DT 1 1011
; 2 (3n — 1) _; 27 (3n — 1) _2 -1 258"

la cual diverge pues es de términos positivos y al hacer la
comparacion del limite con la serie arménica se tiene

1_{_1 1+
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la cual converge pues es una serie alternante Z(—l)"an con
n=1
ay > apy1 >0 paratodon € N y lim a, = 0.
n—0o0

Por lo tanto, el intervalo de convergencia de la serie de potencias

dada es (—1, 3].

Pregunta 4. (4 ptos.) Represente la serie de Maclaurin, para
€ (—1,1), de la funcién

arcsen(x) /m dt
resen(z) =
0o V91—t




Solucién: Como —t? € (—1,1) siempre que ¢t € (—1, 1), usando
la férmula para la serie binomial, se tiene que

L (1+ (—zfQ))_l/2
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T dt r > (2n)!
arcsen(z) = = 1+ ———t" | dz
0= =, ( P () )

_ = (2n)! 2+
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para todo z € (—1,1).



